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Resumé.Nousmontrons.que l’espacedesmouvements~1dessystèmesdynamiques
massifsisolésdont 1‘orbite principalede SO(3) estde type52 estsymplecromorphe
a la variérë:S’ x r/1/SO(3)]

0. INTRODUCTION

Les axiomes de la mécanique[2] définissent les systémesdynamiquesisolés
commedes triplets constituésparune variété: l’espacedesmouvementsdu systè-
me, une action du groupede Galilee et une structuresymplectiqueinvariante.
Lorsqu’ un systèmeest massif, le théorèmede decompositionbarrycentrique

permet de considérer,de facon equivalente,le quadrupletconstitué par une
variété: l’espace des mouvementsinternesdu système,une action de SO(3)
groupe des rotations de l’espace, une structure symplectique invariantepar

SO(3)et un Hamiltonienrepresentantl’action du temps.Nous nousintéressons
dans cet article a la structureen typesd’orbitesde cesvariétésdes mouvements
internes telle qu’elle est imposéepar l’existence de la structuresymplectique

invariante. Nous montrons que les orbites principalesne peuventètre que du
type SO(3)ZLm ou du typeS2. Nousmontronsque les seulssystèmesdynamiques

isolés et massifs pour lesquels l’orbite principaleest de type S2sont décritspar
un espacedes mouvementsintemesqui est le produit symplectiquede S2 muni

de sa structurecanoniquede particulede spin s, et d’unevariété symplectique
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(M, e) pouvant s’interprétercomme une structure dynamiqueaditionnelledé-

coupléede la naturespatialedu système.

I. SOUSGROUPLESDE SO(3) RAPPELS ET NOTATIONS

Nousrappelonsque les groupesdiscretsde SO(3)sont[1]~
a) les groupescyciiquesam éiëments:22m’ m E IN.
b) les groupesdihedrauxa 2m éléments:D

2m = ~m x) ~2

c) les groupespolyhedraux:T le groupe du tetrahedre,0 le groupede i’octra-

hedre,lie groupedel’icosahedre.
Les sousgroupesa unedimensionqui sontnatureilement:50(2) et sonnorma-

lisateurN[SO(2)] = SO(2)x) 7L2. Le seui groupede dimension3 étantSO(3)iui

méme. Si nous considéronsi’action de SO(3) sur nous spécifieronspour

chaquesous groupe 50(2) le vecteur de rotation, par exempieSO(2,U) est
ie groupedesrotationsautordu vecteur U(U ~ 0).

II. ORBITESPRINCIPALESDE SO(3)DANS L’ESPACE DESMOUVEMENTS
INTERNES D’UN SYSTEMEDYNAMIQUE MASSIF ISOLE

Soit QI i’espace des pouvementsinternes d’un systèmedynamiquemassif

isolé, soit [x ~-* a] son champ de formessympiectiqueset [a h-*a~,1,a E SO(3),
l’action dinamique de S0(3) sur QI que nous supposeronstoujourseffective.

Va �S0(3) a~,*(a)= a.

Gracea la natureparticuiiêrede S0(3),sonactionsur (QI, a)possèdeun moment

[2] équivariantuniqueC. En identifiantso(3),so(3)* et 1R
3 on a:

£:x~-~L, CEC’~’(QI,lR3)

o(~TL (x))=—.Q,dL, V~E1R3—so(3) VxEQI
(1) C[a~,(x)]=aC(x) , VaESO(3) VxEQI

on note~2Lie produit scalairedansR ~.

On a le résuitatsuivant, concernantla naturedu type des orbitesprincipales
deS0(3)dansQI:

PROPOSITION1. Si SO(3) agit effectivementsurQl, lesseulsstabilisateursprinci-

paux de l’action de 50(3)surQl nepeuventêtre quedu type:

S0(2) ou 7L,~.

Preuve. Puisque£ o a = a C, on a nécessairement:
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Stab(x) C Stab(C(x)).

SupposonsalorsqueStab(x) soit du type Polyhedral,dihedral,du typeN~S0(2)]
ou 50(3). Alors, puisque les seuls stabilisateursde i’action de S0(3) sur JR3

sont du type S0(3) pour f2 = 0 et du type 50(2) pour~7~ 0, Stab(C(x)) ne
peutêtreque 50(3). Donc £ s’annule surQl~, reuniondes orbitesprincipales.Or

* estdensedansQI , par raison de continuité,£ s’annuiepartout.Le formule (1)

nousindique alorsque~2 (x) = 0 Yx QI et V~2E 1R3 so(3),ce qui est impossi-
ble puisqueS0(3) agit effectivement.

III. THEOREME DE DECOMPOSITION Qi DANS LE CAS StP(Ql) = SO(2)

Nous nouspiaçons,dansla suitede l’article, dansl’hypothèseoü les stabilisa-

teursprincipauxsont de type 50(2), c’est a dire dansl’hypotheseoü les orbites
principalessont de type ~2• Nous allonsmontrerque la variété QI est nécessaire-
mentdifféomorpheauproduitdirect~2 x M avecM= Q1/S0(3).

Pour cela nous donnonsd’abort quelquesdefinitions et quelquesrésultats
partiels:

DEFINITIONS, a) Nous définissonsl’ensemble commel’ensembledespoints

pour lesquels£ ne s’annule pasetQI~,l’intersectiondeQI #avecql*:réuniondes

orbitesprincipales:

Q1 ={x E ~(I£(x) * 0 et Stab(x) S0(2)}.

b) Nous definissonsl’application £2EC°°(Q1,R~),invariant sous l’action de
50(3):

£2: Q1-+1R~

x~÷IILIl2,L=C(x)

c) NousdéfinissonsCrit ( C~)l’ensembledespointscritiquesde £2:

a IL 112
Crit(C2)= xEQII =0

ax

d) Nousdéfinissonsle champ de vecteur£ surQi par l’action infinitesimalede
L =

L(x) = L~(x)

etZero (.C) l’ensembledespointsdeQi quLannulent.C.

Zero(.C)=(xe QIIL(x)= 0}.
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PROPOSITION2. Vx EQi~:Stab(x) = 50(2, L), L =

Preuve. La demonstrationestune consequenceimmediatede:Stab(x) C Stab(L),
Stab(x) ‘-~ 50(2)et Stab(L) = S0(2,L). U

PROPOSITION3. Crit (C2) = Zero (.C).

Preuve. La demonstrationest une application immediate da ia formule (1):

— aL I a~L(~2
a(L~(x))(~x)=—L—(6x)=— — (ax)

ax 2 ax

et de la reguiaritéde a: ker(a) = {0}. •

PROPOSITION4. Le moment£ ne s’annulejamais, son moduleest constantet
toutesles orbitessonprincipales.

Preuve. On montre d’abord que II L = Cste : en effet, gracea la proposition(2)

on déduit:Vx �Q1, £(x) = 0, et par raison de continuité:Vx eQl, £(x) = 0,
c’est a dire: Zero (C) =Qi. Grace alaproposition (3) on a: Crit (C2) = ‘11e’. Puisque

QI est connexe(hypothèsede mecanique[2]) cettedenrnièrepropositionimpli-

que que £2 = Cste, c’est a dire le module de C(x) est une constantes. Cette
constantene peut étre nuile grace au caractèreeffectif de i’action de 50(3),

donc£ ne s’annuiejamais.D’autrepart, graceauthéorèmedesorbitesprincipales
([I], IV.3) S0(3) est conjuguéa un sousgroupe de tous ie stabilisateursnon

principaux qui ne peuventètre donc.que du type SO(2)x) ~ ou 50(3). Or
ceci est impossiblepuisqueC s’annuierait sur ies orbites non principalesce qui

n’est pas le cas, donc ii n’existe pas d’autresorbites que les orbitesprincipa-
les.

PROPOSITION5. Soit M = Qi/S0(3), alors M est une variétédifferentielle et ii

existeunesectiondifferentiableglobale .9”de Qi au dessusdeM.

Preuve. Posons 2 i’application définie sur QE a valeur dans S2 par:2(x) =

= (us) £(x),s = L ~. Et possonsM~= 2’(U), ou U estin point quelconquede
la sphere~2

Alors:

a) M~coupe chaque orbite en un point et un seul, en effet supposonsle
contraire,soientq et a~,(q)deux pointstelsque 2(q)= 2(a

011(q))alorsa 2(q) =

= 2(q) c’est a dire a’ U = U et donca ESO(2,U), mais Stab(q) = SO(2,U)
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donca~(q)= q.
Ainsi M~peut ètreidentifiée naturellementa M = Q1/S0(3).11 noussuffit de

montrer que M~est une sousvariété plongeedans QI, ce qui se fait graceau

théorèmedu rangconstant.

aL aL
b) ker — = oxE7(Qi)I2_(~x)=0V&2EIR3

ax ax

or a(&2 {x))(~x)= — (ix) et puisque{ ~7~(x) ~2E 1R3} est l’espacetan-

genten x a l’orbite deS0(3),que nousnoterons on a:

aL
ker — =orth[T~(~~)].

ax

Mais TXO3,) fl orth [T~(i~)] = {0}, en effet si 5x = A~,(x) appartient a

orth [T~O~)J alors ~ (A (x)) = OVcZ � JR~. C’est a dire puisque
aL ax ‘?‘

— (A (x)) = L x A : A = AL, et donc ~x = XL~(x)= AC(x) = 0 (proposition~x ~
4). Donc on a’

T~(Q1)= T~(~~)n orth [T~(i~~)]

c’est a dire:

aL
T~(Qi)=T~9~)nker—

ax

aL
donc le noyau de — est de dimensionconstanteégal a 2(n — 1) si dim (Qi’) =

ax
= 2n, c’est a dire .~- est de rang constant.Ainsi M possèdeune structurede

ax
variété differentiable pour laquelle la projectationnaturelle de Qe’ sur M est
unesubmersion,etM~estunesectionglobaledeQI audessuesdeMQ,.

Noussommesmarntenanten mesurededémontrerle théorèmesuivant:

THEOREME. Soit QI l’espace des mouvementsinternesd’un systèmedynamique
massifisolé, sur lequelagit effectivementlegroupe50(3)par .symplectomorphis-

mes.Lesdeuxpropositionssuivantessontéquivalentes:

a) le typed’orbiteprincipal estS2
b) Qi est difféomorpheau produit direct S2xM, avecM=Q1/S0(3).

L ‘action de 50(3)sur~2 x M étantdonnéepar:

V(x,q)�S2xM, VaESO(3) :a(x,q)=(a ‘x,q).
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Preuve. Soit iT la projection canoniquede ‘3?e surM, soit U un point de S2 nous

savonsqu’il existe unes section differentiable,~Pglobale de au dessusde M (pro-

position 5) telle que:

VqEM ~

dèfinissonsalors p deS0(3)x M a Q/ par:

alors p est invariantepar S0(2,U) = Stab (,9”(q)) et, donc,définit une applica-

tion~surS2xM = [S0(3) xM]/S0(2, U) par:

S0(3)xM—~QI

521M/

Ii est immédiat deverifier que ~ est bijective, son inverseest donnépar:

= (2(x), ir(x)), 2(x) = — £(x)
S

~ et ~ étant naturellementdiffCrentiables~ est un difféomorphisme. De plus
ii est immédiat de verifier que l’action de S0(3)sur S2 xM est l’action naturel-

lea(x,q)=(a ‘x,q). •

IV. STRUCTURE SYMPLECTIQUE SUR QI DANS LE CAS
5tp(QI) = SO(2)

Pour connaitre la naturede la structure symplectique surQi ii noussuffit, en

vertu du théorème precedent, de la connaitresur la variétéS
2 xM, ou l’action

de S0(3) ne se fait que sur la composante~2, Elle nous est donnéepar le théo-

réme:

THEOREME. La sturcture symplectiquela plus générale défininie sur ~2 x M
invariantesousl’action suivantdeS0(3):

a(x, q) = (ax, q), (x, q) 52 xM

est connéepar:

a = sll~’(Surf) H~’(e)

oà s est reel, Surf est la forme volumecannoniquede ~2, � est une structure

symplectiquedéfinie sur M et iT

1 (resp. ir2) Ia projection (X,q) i—a. X (resp.q).
Le momentest donnéepar:
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L = sX.

Preuve. a) les applications équivariantesdéfinies sur ~2 xM a valeur dans R3
sont donnéespar:

£(x,q)=f(q)’x.

Si C est le moment d’une structuresymplectiqueinvariantepar S0(3)nécessai-

rementIlL = cste= s (proposition4) donc:f(q) = S d’oü:

L = sX.

b) Supposonsque deux formespresymplectiquesinvariantespar50(3) aient
mémemoment:

Vf2.e1R3-’-so(3) (a
1—a2)(~(x))=0

donc (u~ °2~est invariantepar S0(3) et s’annulesur les vecteursverticaux,
et a2 nedifferent doncqued’une2-forme ferméee deM:

02= 0~~ ir~(e).

Donc nous pouvonschoisir en particulierpour a~la formesir~’(Surf)qui vérifie
bienles conditionsnécessaireset on a:

a =s7rj~~(Surfle7r2*(e)

c) On vérifie immédiatementque ker(a) = { 0) si et seulementsi ker (e) =

= {O}.
Ceciachèvela demonstration. .

V. CONCLUSION

Le systèmedynamiquedécrit par le théorèmede decompositions’interprète

naturellementcommeuneparticulea spin munie d’une structureintemesupple-
mentaire,décrite par (M, e), complètementindépendantede l’influence del’espa-

ce (-Temps),presentpar l’intermédiaire de 50(3). On peutpenserparexemple
a l’isospin.

Ce théorèmemontre aussi, qu’entre la nature symplectiquedu système,sa
structureen typesd’orbites est une information essentiellequant a la naturedu
systèmedécrit.

Enfm, II permetde préciserun peu Ia classificationdesSystemesdynamiques

isolés en systèmesélémentaireset non ëlémentaires(constructionde Kirilov-

-Kostant-Souriau). Les systèmesélémentairessont définis comme des systèmes

pour lesquels l’action de S0(3) est transitive, les systèmesnon élémentaires
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étant définis commeétantceux pour lesquelscetteaction est non transitive.Le

théorèmede decompositionmontre alors que ces dernierspeuventétre encore
divisés en deux classes,ceux pour lesquelsl’orbite principalede S0(3) est du

type S2,et les autres.
11 semble bien que l’étude de la compatibilité entre: la structureen types

d’orbotes(de 50(3)) d’une variété QI et l’existencesur cettevariétéd’une struc-
ture symplectiqueinvariante(parS0(3)), soit de naturea permetreuneclassifi-
cationsatisfaisantedessystèmesdynamiquesnon élémentaires.
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